Тема 7 Оценка закона распределения. Непараметрический подход

7.1 Разновидности первичной статистической обработки
7.2 Параметрическое и непараметрическое оценивание закона распределения

7.3 Равноинтервальная гистограмма и полигон частот

7.4 Равнонаполненная гистограмма и полигон частот

7.5 Метод прямоугольных вкладов
7.1 Разновидности первичной статистической обработки
При первичной статистической обработке данных обычно решаются следующие задачи: отображение вербальных переменных в номинальную (с предписанным числом градаций) или ординальную (порядковую) шкалу; статистическое описание исходных совокупностей с определением пределов варьирования переменных; анализ резко выделяющихся переменных; восстановление пропущенных значений наблюдений; проверка статистической независимости последовательности наблюдений, составляющих массив исходных данных; унификация типов переменных, когда с помощью различных приёмов добиваются унифицированной записи всех переменных; экспериментальный анализ закона распределения исследуемой генеральной совокупности и параметризация сведений о природе изучаемых распределений (эту разновидность первичной статистической обработки называют иногда процессом составления сводки и группировки); вычислительная реализация учета сложности задачи и возможностей ЭВМ; формулировка задачи на входном языке пакета статистической обработки.

7.2 Параметрическое и непараметрическое оценивание закона распределения

Первичные данные, полученные при наблюдении, обычно трудно обозримы. Для того, чтобы начать анализ, в них надо внести некоторый порядок и придать им удобный для исследователя вид. В частности, для начала желательно получить представление об одномерных распределениях случайных величин, входящих в данные.
Существуют два типа задач аппроксимации распределений. Если вид функции распределения известен, но не известны ее параметры, тогда задача сводится к параметрическому оцениванию. Бывают ситуации, когда конкретный вид функции распределения неизвестен и о виде распределения можно сделать лишь самые общие предположения. При таких условиях аппроксимацию неизвестной функции распределения на основе выборки 

 называют непараметрической. 
7.3 Равноинтервальная гистограмма и полигон частот

Классическими методами статистической аппроксимации функции плотности являются гистограмма (равноинтервальная и равнонаполненная) и полигон частот.
Выборочная функция плотности распределения 

 или гистограмма (равноинтервальная) строится следующим образом. Делим промежуток [a,b], на котором сосредоточены данные выборки на S интервалов 

, равной длины h=(b-a)/S. Подсчитываем число наблюдений 
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 получают путем сглаживания гистограммы
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где 

 - середина промежутка 
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7.4 Равнонаполненная гистограмма и полигон частот

Выборочная функция плотности распределения 

 или гистограмма (равнонаполненная) строится исходя из предположения, что вся площадь под графиком оценки функции

 разбивается на k равных частей. Тогда площадь каждой части равна 
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. Для конкретной выборки рассчитываются длины интервалов 
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[image: image8.wmf])

/(

1

i

i

s

h

D

×

=

, определяется 
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. На основании полученных значений длины и высоты каждого прямоугольника гистограммы получаем оценку 

.

7.5 Метод прямоугольных вкладов
Для малых выборок (N<30) гистограмма и полигон частот оказываются обычно искаженными за счет тех или иных случайных локальных отклонений, связанных с отсутствием необходимого числа объектов. Одним из способов частично ликвидировать этот пробел явилась «ядерная» аппроксимация, которая путем «размазывания» имеющихся точек заполняет на гистограмме «впадины» и срезает «пики». Отметим, что «ядерное» сглаживание учитывает особенность функции плотности распределения 

 и потому из всех методов сглаживания является наиболее корректным.

Ядерная аппроксимация закона распределения. Оценка плотности распределения для большинства методов «ядерного» типа обобщенно может быть выражена линейной суммой двух компонент: априорной и эмпирической:



,
где 

 - априорная компонента; 

- составляющая эмпирической компоненты, связанная с i- ой реализацией выборки (заметим, что 
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 играет роль параметра); 
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 - вес априорной компоненты.

Различным методам исследования соответствуют разные значения 
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 и разные виды функции 

. Широко известны оценки «ядерного» типа для f(x) при значении 
[image: image13.wmf]a

0

0

=

. 
В методе прямоугольных вкладов (МПВ)
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где [a,b] -интервал изменения случайной величины x; d - ширина функции вклада.

В качестве d может быть взято, например: 
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Алгоритм ядерной аппроксимации функции плотности распределения имеет следующий вид.
Этап 1. Задается множество точек 
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Этап 2. Полученное множество точек 
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Этап 3. Определяется «ядерная» аппроксимация функции плотности распределения :
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где 
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- количество точек исходной выборки, попавших в интервал 
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) –некоторое подмножество точек из множества 
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Тема 8 Оценка закона распределения. Параметрический подход

8.1 Нормальная вероятностная бумага
8.2 Параметрическое оценивание
8.3 Критерием согласия 
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8.1 Нормальная вероятностная бумага
Пусть даны N наблюдений x1,…,xN, извлеченные из генеральной совокупности с функцией распределения F(t). Пусть x(1),…,x(N)- упорядоченный по возрастанию ряд наблюдений. Тогда за оценку F(t) принимают 
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В тех случаях, когда требуется проверить гипотезу о том, что случайная величина имеет функцию распределения G(t), принадлежащую семейству вида F((t-()/(), где F(.) известная непрерывная функция распределения, при построении оценки 
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 часто используют специальную шкалу, откладывая по оси ординат вместо 
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 величину 
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- функция, обратная к F. В этом случае в координатах (t,v) график G(t) превращается в прямую линию, по положению которой можно легко оценить параметры ( и (. Заметим, что наибольшее распространение на практике получила нормальная вероятностная бумага, для которой 

 , где Ф(.)- стандартная функция нормального распределения.

Опишем алгоритм оценки с помощью вероятностной бумаги параметров центра

и разброса 
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. Работа осуществляется в несколько этапов.

 Этап 1. Строится вероятностная бумага. Для этого внизу окна графика на оси абсцисс (см.рис. 2.2.1) откладывается интервал 

. Масштаб подбирается так, чтобы интервал занял ширину окна, за исключением левого отступа 7-8 см. Ось ординат проводится с отступом от левого края 4-5 см. При этом пунктиром отделяется шкала величины V=Ф-1 , которая равномерно изменяется от -3 до 3. Таким образом, точка V=-3.0 будет находиться на оси абсцисс, а точка V=3.0 будет находиться в верхнем левом углу. Слева от пунктирной оси делаются отметки шкалы V, а между осью V и 
[image: image32.wmf](

)

t

F

ˆ

 отметки вероятности р: 0.01;0.05;0.1;0.25;0.5;0.75;0.9;0.95;0.99.

Шкала вероятностей является неравномерной. Засечка вероятности осуществляется следующим образом. Берется вероятность р=0.01. По таблицам нормальной функции распределения находится значение 

. Напротив полученного значения V ставится засечка 0.01 на шкале вероятностей. Далее берется вероятность р=0.05 и т.д.

Этап 2. Исходная выборка значений упорядочивается по возрастанию. В результате получается последовательность x(1) ,…, x(N).

Этап 3. Для каждого значения x(i) , 

 на плоскости 
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)

(

)

t

F

t

ˆ

,

 отмечается точка (x(i) , i/N ). Для того, чтобы определить расположение этой точки, находится значение Vi=Ф-1( i / N ) , которое откладывается по оси V .
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Рисунок 2.2.1 – Оценка параметров нормального распределения на нормальной вероятностной бумаге
Этап 4. Если точки (х(i) ,i/N) в какой-то мере ложатся вдоль некоторой прямой, то можно грубо считать генеральную совокупность, из которой извлечена данная выборка, нормальной. В противном случае надо подыскать преобразование переменной, например, логарифмирование, извлечение корня и т.п., в результате которого выборка бы соответствовала нормальному распределению.

 Этап 5. В случае принятия гипотезы о нормальности распределения осуществляется оценка параметров распределения. В качестве оценки центра 
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 берется медиана выборки, которая соответствует вероятности р=0.5. Оценка стандартного отклонения 
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- оценка 0.84 квантиля распределения, полученного при V=1.

8.2 Параметрическое оценивание
Построение гистограммы, полигона частот и ядерной аппроксимации основано на локальной интерполяции. Другой подход к аппроксимации заключается в интерполировании закона распределения на всем интервале [a,b]. К методам этого типа относится аппроксимация с помощью системы кривых Пирсона. Систему кривых Пирсона получают путем выравнивания дискретного гипергеометрического распределения непрерывной кривой. При этом для выбора подходящей кривой используют четыре первых момента выборочного распределения. Отметим, что практического распространения данный способ аппроксимации распределения не получил в связи с неустойчивостью моментов первого порядка и невозможностью интерпретации механизма генерации выборки полученного типа распределения.

8.3 Критерием согласия 
[image: image38.wmf]c
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Более популярными среди интегральных методов аппроксимации оказались параметрические методы оценки распределения путем проверки на согласие данного эмпирического распределения с конкретным теоретическим распределением, например, нормальным, экспоненциальным и т.д. В реальной ситуации тип распределения часто бывает известен. Кроме того, просмотрев гистограмму или полигон частот, пользователь для себя уже принимает общепризнанную гипотезу H0 о типе распределения (или наоборот, отвергает ее из-за сильного засорения выборки, смешения в ней двух или более подвыборок из разных генеральных совокупностей). Математический аппарат в виде критерия согласия используется здесь с целью подтверждения и оформления решения пользователя.

Воспользуемся 
[image: image39.wmf]c
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- критерием согласия. Процедура проверки гипотезы H0 в данном случае будет состоять из следующих этапов.

Этап 1. Область изменения выборки [a,b] делим на S равных интервалов, как при построении гистограммы. Если в каком-то интервале частота 
[image: image40.wmf]m
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 слишком мала (меньше 5), то этот интервал объединяется с соседним интервалом. Таким образом количество интервалов может уменьшиться и стать равным S'.

Этап 2. По выборке вычисляют оценки параметров теоретического распределения (тем самым теоретическое распределение будет полностью определено). Теперь по теоретическому распределению вычислим вероятности 
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 того, что случайная величина Х принимает значение из s-го интервала, при этом 
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Этап 3. Гипотеза Н0 верна, если теоретические и эмпирические частоты ns и ms достаточно мало отличаются друг от друга. Для проверки гипотезы Н0 используем следующую статистику:

 


Этап 4. Случайная величина 
[image: image44.wmf]Q
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 имеет 

 распределение с числом степеней свободы v=S'-r-1, где S' - количество интервалов, r -количество параметров теоретического распределения, оценки которого вычислялись по выборке. Чем больше 
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. тем хуже согласованы теоретическое и эмпирическое распределения. При достаточно большом значении 
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 нужно отвергнуть гипотезу Н0. Поэтому используем только правостороннюю критическую область. Р - значением является площадь области под функцией плотности распределения 

 справа от точки 
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 (см. таблицу процентилей распределения 

). Если P < 
[image: image48.wmf]a

, то мы отвергаем Н0 и принимаем гипотезу Н1: теоретическое и эмпирическое распределения не согласованы. Здесь 
[image: image49.wmf]a

 - это уровень значимости, который обычно принимается равным 0.05.
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